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Resumen
Tanto en la industria como en la academia es de vital importancia tener calibrados co-
rrectamente los instrumentos o´pticos que se utilizan a la hora de llevar a cabo proyectos de
investigacio´n y desarrollo de productos. Para calibrar estos instrumentos se utilizan patrones
blancos de reflectancia difusa. La tendencia ideal de estos patrones es la aproximacio´n a un
patro´n de reflectancia perfecto (Perfectly Reflecting Diffuser o PRD por sus siglas en ingle´s).
Un PRD se caracteriza por reflejar la radiacio´n incidente sin perdidas y sea cual sea su direc-
cio´n de observacio´n e incidencia. Cuanto ma´s se aleje el material utilizado como patro´n blanco
de las condiciones ideales del PRD, mayor incertidumbre asociada a la medida final tendra´ el
instrumento que queremos calibrar. Es importante comparar las medidas experimentales con el
comportamiento de un PRD para as´ı cuantificar y evaluar la validez de patrones de reflectancia
difusa.
Este trabajo trata de analizar como afecta la polarizacio´n de la luz que incide sobre la
muestra al factor de radiancia (β) para varios patrones de reflectancia difusa. Dicho ana´lisis
lo he podido llevar a cabo gracias al instrumento llamado GEFE (Gonio Espectro Foto´metro
Espan˜ol) desarrollado por el grupo de Medidas de Radiacio´n O´ptica del Instituto de O´ptica
“Daza de Valde´s” del CSIC. El control de la polarizacio´n se ejerce a trave´s de dos polarizadores
lineales colocados de manera que uno controle la polarizacio´n de la incidencia y otro polarizador
controle la polarizacio´n en la deteccio´n .
Como resultado del trabajo, se obtiene la incertidumbre producida por un sistema de medida
con pequen˜os grados de polarizacio´n cuando se miden cuatro patrones t´ıpicos de reflectancia
difusa.
Palabras clave
Reflectancia, polarizacio´n, bidireccional, difusio´n, metrolog´ıa, difusor, factor de radiancia,
BRDF, espectrofotometr´ıa, gonioespectrofotometr´ıa, PRD, patron
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Summary
In both the industry and academy it is very important to have well-calibrated optical ins-
truments that are used when carrying out research projects and product development. To
calibrate this instruments it’s use white standards of difuse reflectance standards that are com-
monly used. The ideal trend of these standards is the aproximation to a perfectly reflecting
diffuser (PRD). A PRD reflects all the incident radiation whitout any losses and whatever be
incidence direction. The more similar the diffuse reflectance standard to a PRD, the lower will
be the uncertainty associated with the final measurement with the instrument calibrated with
that standard. It is important to compare the experimental measurements against the PRD
behavior to quantify and evaluate the validity of diffuse reflectance standards.
This work tries to analyze how it affects the polarizated light affects to the radiance fac-
tor (β) for four diffuse reflectance standards. This work was carried out using GEFE (Gonio
Espectro Foto´metro Espan˜ol) the goniospectrophotometter developed in Grupo de Medidas de
Radiacio´n O´ptica del Instituto de O´ptica “Daza de Valdes” in CSIC. The polarization control
accomplished with two linear polarizers, the first one controls the incident light and the other
control the polarization when the light is detected.
As result of this work, we obtained the uncertainty produced by a measurement system with
a low degree of polarization when four typical diffuse reflectance standard are measured.
Keywords
Reflectance, polarization, bidirectional, scattering, metrology, difusser, radiance factor, BRFD,
espectrophotometry, gonio-spectrophotometry, PRD, pattern
8
9
I´ndice
1. Introduccio´n 12
1.1. Motivacio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2. Objetivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3. Estado del arte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3.1. PRD (Perfectly Reflecting Diffuser) . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3.2. Funcio´n de distribucio´n de reflectancia bidireccional (BRDF) 12
1.3.3. Factor de radiancia β . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3.4. Dependencia con la polarizacio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3.5. Constantes A y B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3.6. Patrones de reflectancia difusa . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2. Sistema experimental. Gonio-espectrofoto´metro espan˜ol (GEFE) 16
2.1. Descripcio´n del instrumento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.1.1. Sistema de iluminacio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.1.2. Sistema de posicionamiento de la muestra . . . . . . . . . . . 18
2.1.3. Sistema de deteccio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3. Procedimiento de medida 20
3.1. Configuracio´n de los polarizadores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.2. Alineamiento de la muestra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.3. Mediciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4. Procesado de datos 21
4.1. Constantes A y B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.2. Factores de radiancia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.3. Grado de polarizacio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
4.4. Grado de despolarizacio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
4.5. Coeficientes C1,C2 y C12 para la estimacio´n del error sistema´tico . . . 26
5. Resultados 26
5.1. Constantes A y B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
5.2. Factores de radiancia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
5.3. Grado de polarizacio´n del sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
5.4. Grado de despolarizacio´n del sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
5.5. Coeficientes C1, C2 y C12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
5.6. Error sistema´tico (∆β) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
6. Conclusiones 36
10
11
1. Introduccio´n
Estudiar el comportamiento de la luz cuando interacciona con un objeto es una tarea ma´s
compleja de lo que parece. El desarrollo de la ciencia ha permitido establecer una serie de normas
y patrones que facilitan la caracterizacio´n de materiales y objetos bajo los mismos criterios,
necesarios en parte debido al gran crecimiento de la industria en el primer cuarto de siglo
XX. Estas normas y patrones los establece la CIE (Commission Internationale de l’Eclairage,
traducido al castellano como Comisio´n Internacional de Iluminacio´n). En 1931 dicha comisio´n
establecio´ como estandar primario de mediciones de reflectancia difusa una capa de o´xido de
magnesio recie´n ahumado, estableciendo tambie´n las condiciones de medicio´n y el factor para
esas condiciones como valor unidad. Parte de estas condiciones establecen los a´ngulos con
respecto a la normal de la muestra que deben tomar los sistemas de iluminacio´n y deteccio´n.
1.1. Motivacio´n
Debido al continuo y creciente intere´s en el campo de la metrolog´ıa de ser mas precisos
en las mediciones, los institutos de metrolog´ıa nacionales de todo el mundo construyen instru-
mentacio´n que permite medir funciones de reflectancia o scattering bidireccionales con el fin
de caracterizar materiales cada vez con menor incertidumbre, estudiando todos los aspectos
que contribuyen a la caracterizacio´n fidedigna de los materiales patrones. Hasta la fecha, los
patrones de reflectancia difusa se caracterizan mediante funciones como la BRDF (Bidirec-
tional Reflectance Distribution Function), pero generalmente dichas funciones no consideran
dependencia con la polarizacio´n. Segu´n ciertos estudios ( [4], [2] y [5]) se ha observado que la
polarizacio´n como tal puede afectar a la incertidumbre final de la medida.
1.2. Objetivo
El objetivo de este trabajo es caracterizar el factor de reflectancia de cuatro materiales
(cera´mica mate, sulfato de bario, Spectralon y white russian opal glass) y su dependencia con
la polarizacio´n. Asimismo se quiere evaluar el impacto que tal dependencia puede tener en
las medidas cuando estos materiales se utilizan como patrones de reflectancia difusa para la
calibracio´n de instrumentos de medidas colorime´tricas o espectrofotome´tricas.
1.3. Estado del arte
1.3.1. PRD (Perfectly Reflecting Diffuser)
Los llamados PRD son los patrones ideales en el campo de la espectrofotometr´ıa y tienen
factores de radiancia/luminancia (β) igual a uno, independientemente de la longitud de onda
a la que estemos iluminando la muestra e independientemente de la geometr´ıa utilizada. Esto
viene a decirnos que sea cual sea la longitud de onda con la que iluminemos la muestra y sean
cuales sean las direccio´nes a la que se este´ incidiendo con la fuente de luz la reflectancia sera´ la
misma. Un PRD no existe como tal ya que ningu´n material conocido hasta el momento cumple
con la premisa mencionada anteriormente, por lo que se utilizan patrones de reflectancia difusa
con valores de factor de reflectancia conocidos en la geometr´ıa 0o:45o para la calibracio´n de
instrumentos.
1.3.2. Funcio´n de distribucio´n de reflectancia bidireccional (BRDF)
La BRDF es una funcio´n de distribucio´n que relaciona la irradiancia que incide sobre una
muestra con la radiancia que es reflejada por e´sta, para a´ngulos de incidencia y observacio´n
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dados. El tratamiento de la BRDF se limita a la o´ptica geome´trica ba´sica sin tener en cuenta
feno´menos de interferencias y/o difraccio´n. Siempre se ha tomado la reflectancia de una forma
especular (la reflexio´n perfecta en una u´nica direccio´n descrita por la o´ptica geome´trica) o de
una forma difusa donde se considera la luz reflejada en todas las direcciones del espacio. Sin
embargo la reflectancia total no es ni puramente especular ni puramente difusa sino una mezcla
de ambas.
La BRDF es una variable que permite analizar la reflectancia bidireccional de materiales
de intere´s y la vamos a llamar a partir de ahora fr. Previamente hay que establecer unas
condiciones bajo las que debemos definir dicha funcio´n. Estas condiciones son una irradiancia
uniforme, que el material sea iso´tropo y con una superficie plana. Esta funcio´n se expresa
formalmente como:
fr(θi, φi; θs, φs;λ) =
dLr(θi, φi; θs, φs; Ei)
dEi(θi, φi)
[sr−1] (1)
donde θ y φ son los a´ngulos polar y azimutal como puede verse en la figura (1). El sub´ındice (i)
lo asociaremos al flujo incidente, mientras que el sub´ıncide (s) lo asociaremos al flujo reflejado.
Con respecto a la ecuacio´n (1) la irradiancia incidente se denota como Ei, la radiancia reflejada
sera´ Lr y la letra “d” la usaremos para definir un elemento diferencial.
La BRDF no se puede medir directamente tal como esta´ definida en la ecuacio´n (1) ya que
precisar´ıamos de elementos infinitesimales, por lo que preferiblemente la calcularemos a partir
de elementos finitos tanto en a´ngulo so´lido como en superficie. Por tanto puede expresarse de
la siguiente manera:
fr(θi, φi; θs, φs;λ) ' Lr(θi, φi; θs, φs;λ)
Ei(θi, λ)
(2)
Como podemos ver en la ecuacio´n (2), dicha funcio´n depende de cinco variables las cuales
son la longitud de onda y cuatro coordenadas esfe´ricas, dos de ellas polares de iluminacio´n y
observacio´n (θi y θs, respectivamente) y otras dos azimutales de iluminacio´n y observacio´n (φi
y φs, respectivamente). Debido a la complejidad de esta funcio´n multidimensional, en algunas
ocasiones las medidas se limitan al plano de incidencia. Tambie´n se asumen materiales isotro´pos
con respecto a la direccio´n de incidencia, con lo que se “anula” el grado de libertad azimutal
de incidencia.
1.3.3. Factor de radiancia β
Para este trabajo vamos a utilizar el factor de radiancia bidireccional β para describir
la reflectancia bidireccional, siendo e´sta una variable proporcional a la BRDF. El factor de
radiancia es la relacio´n o ratio que existe entre la radiancia de una muestra con respecto a la
radiancia de un difusor perfecto, un PRD, cuando son iluminadas en condiciones ide´nticas.
β(θi, φi; θs, φs;λ) =
Lr(θi, φi; θs, φs;λ)
LPRDr (θi, φi; θs, φs;λ)
(3)
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Figura 1: Descripcio´n de direcciones de incidencia y de observacio´n.
Segu´n se demuestra en [3] la relacio´n entre β y fr es:
β = pifr (4)
1.3.4. Dependencia con la polarizacio´n
En el “4th CIE Expert Symposium on Colour and Visual Appearance, 2016 Prague” en-
contramos un art´ıculo [4] en el que se habla sobre los efectos de la polarizacio´n en la medida
del factor de radiancia de distintos materiales. Los autores de este art´ıculo han usado un gonio-
espectrofotometro junto con un analizador para obtener valores de para´metros de Stokes de
las medidas realizadas. Mediante el ana´lisis de sus resultados llegan a la conclusio´n de que la
dependencia con la polarizacio´n del factor de radiancia es mayor a medida que se aumentan
los a´ngulos de iluminacio´n y deteccio´n, es decir, a medida que observamos e iluminamos de
una manera mas rasante con respecto a la muestra. Tambie´n observan una dependencia muy
pequen˜a con la polarizacio´n sobre la muestra blanca de cera´mica lo cual, indican, que puede ser
beneficioso usar dicho material como material patro´n o de referencia. Atendiendo a sus resul-
tados, asumiremos en este trabajo que a la geometr´ıa 0o:15o los patrones de reflectancia difusa
despolariza por completo la luz pues como puede verse en la figura (5) de dicho art´ıculo, los
para´metros de Stokes son muy pro´ximos a cero, indicando una dependencia con la polarizacio´n
casi despreciable.
1.3.5. Constantes A y B
Los valores de A y B son constantes asociadas al sistema las cuales esta´n directamente
relacionados con la polarizacio´n de la fuente y la dependencia del detector con la polarizacio´n,
respectivamente. En la aplicacio´n pra´ctica, dichas constantes no sufren variaciones importantes
como para tener que medirlas constantemente.
Examinando el art´ıculo ”Goniophotometric and polarization properties of white reflection stan-
dard materials” [1] podemos orientarnos sobre los procedimientos de ca´lculo de las constantes
A y B del sistema.
En el art´ıculo mencionado, la constante A se obtiene como la relacio´n existente entre el
flujo radiante Φs de la componente s-polarizada del sistema de iluminacio´n con respecto al
flujo radiante Φp de la componente p-polarizada del sistema de iluminacio´n cuando el sistema
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de deteccio´n esta´ totalmente libre de polarizacio´n, anteponiendo a e´ste muchas capas de vidrio
opal translu´cido. El factor B se calcula ana´logamente, situando muchas capas de vidrio opal
translucido delante de la fuente de iluminacio´n. De este modo:
A =
Φs
Φp
(5)
y
B =
Ss
Sp
(6)
donde Sp es la responsividad del detector con la luz p-polarizada y Ss es la responsividad del
detector con la luz s-polarizada.
1.3.6. Patrones de reflectancia difusa
(a) Cera´mica mate (b) Sulfato de bario
(c) Spectralon (d) White russian opal glass
Figura 2: Patrones de reflectancia difusa.
En 1931 la CIE establecio´ como patro´n primario de mediciones de reflexio´n una capa de
o´xido de magnesio recie´n ahumado. Bajo ciertas condiciones, se establecio´ que el factor de ra-
diancia obtenido de las mediciones de esta capa de o´xido de magnesio tendr´ıa valor uno (β = 1).
La ambicio´n de reducir cada vez ma´s las incertidumbres asociadas a las medidas hizo que este
material dejara de ser valido, pasando a tomar como referencia de medida un PRD. Por con-
siguiente se han ido buscando otros materiales que proporcionan valores mas cercanos a dicho
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PRD. En este trabajo se han utilizado cuatro de los mas t´ıpicos y estos son:
• Cera´mica mate
• Sulfato de bario
• Spectralon
• White russian opal glass
2. Sistema experimental. Gonio-espectrofoto´metro espan˜ol
(GEFE)
2.1. Descripcio´n del instrumento
El instrumento de medida GEFE [7] desarrollado en el grupo de Medidas de Radiacio´n
O´ptica del Instituto de O´ptica “Daza de Valdes” del CSIC se compone de tres partes o siste-
mas. Esta´ formado por el sistema de iluminacio´n cuyo posicionamiento es fijo. Tambie´n esta´
formado por otros dos sistemas mo´viles los cuales son el sistema de deteccio´n y el sistema de
posicionamiento de la muestra.
Por otro lado el montaje incluye un sistema de alineamiento que se basa en dos la´seres. Uno de
ellos esta´ situado a 45o positivos y el otro esta´ situado a 45o negativos con respecto al sistema
de deteccio´n cuando e´ste esta´ colocado en posicio´n inicial, de manera que la interseccio´n de
ambos la´seres se realiza en el centro de la esfera imaginaria, que es la posicio´n donde se ha de
situar la superficie de la muestra
Figura 3: Sistema GEFE completo. [6]
2.1.1. Sistema de iluminacio´n
Esencialmente la iluminacio´n de GEFE es un haz colimado de luz blanca que produce una
iluminacio´n uniforme sobre la muestra. Es necesario una radiacio´n de potencia elevada debido
al uso del separador de haz como elemento imprescindible para realizar las medidas de retrore-
flexio´n. Tambie´n, el hecho de colimar el haz aporta la ventaja de tener menor cantidad de luz
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esparcida.
La fuente elegida es una lampara de Xenon (Hamamatsu Super-Quiet Xenon Lamp, mode-
lo: L2175 150 W) que emite en un rango espectral de 185 nm a 2000 nm. Este alojamiento va
conectado a una fuente de alimentacio´n estable (modelo C8849, tambie´n de la marca Hama-
matsu). Esta fuente ha sido elegida debido a su alta emisio´n en longitudes de onda cortas, lo
cual es importante porque el espectrofoto´metro tiene un sen˜al de salida baja en ese rango de
longitudes de onda.
Figura 4: Esquema del montaje detallando sistema de iluminacio´n y deteccio´n.
Como podemos ver en la figura (4) a continuacio´n de la fuente se ha colocado un siste-
ma o´ptico con el fin de obtener una irradiancia uniforme en la zona iluminada de la muestra
(siempre sera´ mayor la zona iluminada de la muestra que la captada por el espectrofotometro
debido a la visualizacio´n aparente). Este sistema o´ptico esta´ formado por dos lentes conver-
gentes de 50.8 mm de dia´metro cada una (L1 y L2), fabricadas con silicio fundido (UV) y las
cuales tienen unas distancias focales de 75 mm y 500 mm respectivamente. Este conjunto de
dos lentes convergentes es el llamado sistema Ko¨hler. El diafragma P1 colocado frente a la
primera lente sirve para controlar el taman˜o de la mancha en la muestra. Con el fin de reducir
la luz esparcida procedente de la fuente, se ha colocado un diafragma P2 de 2 cm de dia´metro
despue´s de la segunda lente L2. Variando el taman˜o de P2 es posible controlar el a´ngulo solido
de irradiancia as´ı como el nivel de irradiacio´n. A lo largo de este trabajo, el dia´metro de P2 no
se variara´ en ningu´n momento, dejando siempre la misma irradiancia para todas las medidas
tomadas. La distancia entre la lente L1 y la lampara es 9 cm forma´ndose la imagen a 88 cm de
L1, distancia a la cual esta´ colocada la segunda lente L2. La imagen del diafragma de la lente
L1 esta´ localizado en la muestra, existiendo una distancia de 113 cm hasta L2. De esta manera
el sistema proporciona un aumento lateral de 1.3.
Tras el sistema Ko¨hler se encuentra emplazado un espejo (M) a 45o, a continuacio´n el haz
de luz se encontrara´ con un separador de haz (BS) 50:50 fabricado en silicio fundido tambie´n a
45o. La disposicio´n de los elementos o´pticos permite que sea posible realizar medidas de retro-
reflexio´n situando el espectrofotometro justo detra´s del divisor de haz.
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Figura 5: Sistema de iluminacio´n Hamamatsu Super-Quiet Xenon Lamp, modelo:L2175 150 W.
2.1.2. Sistema de posicionamiento de la muestra
El posicionamiento y orientacio´n de las muestras utilizadas en el estudio es facilitado por
un brazo robo´tico de seis ejes (modelo TX-40, de la marca Sta¨ubli). Los seis ejes proporcionan
los grados de libertad necesarios para orientar la muestra en cualquier posicio´n con respecto al
haz incidente y para alinearla en el sistema de referencia. Segu´n las especificaciones del brazo
robo´tico la incertidumbre angular de las rotaciones esta´ por debajo de 0.005o. La muestra se
unira´ al brazo robo´tico mediante un sistema de vac´ıo constante entre la pieza de muestra y una
ventosa adaptada al brazo.
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Figura 6: Brazo robo´tico Staubli modelo TX-40.
2.1.3. Sistema de deteccio´n
El sistema de deteccio´n se basa en un espectrorradio´metro (modelo CS-2000 A, de la marca
Konika-Minolta) que posee un detector CCD. Todas las caracter´ısticas del espectrorradio´metro
se incluyen en la tabla 1.
Caracteristicas del sistema de deteccio´n
Rango espectral 380 nm - 780 nm
Resolucio´n 0.9 nm/p´ıxel
Ancho de banda 4 nm
Campo de visio´n 0.1o,0.2o y 1o
Mı´nima distancia de medida 350 nm
Exactitud espectral ± 0.3 nm
Tiempo mı´nimo de integracio´n 0.005 s
Tabla 1: Caracter´ısticas del sistema de deteccio´n.
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El espectrofo´tometro esta´ montado en una placa con ruedas dentadas que se mueve a lo lar-
go de un anillo de 1.03 m de dia´metro cuyo centro coincide con el lugar donde debe ir colocada
la muestra a examinar, es decir, el centro del sistema de referencia de e´sta. El movimiento de
la plataforma se realiza mediante un motor. Este grado de libertad adicional es fundamental
para poder reproducir cualquier direccio´n de coleccio´n para una direccio´n de iluminacio´n dada.
Figura 7: Espectrorradio´metro Konica-Minolta CS-2000 A.
3. Procedimiento de medida
3.1. Configuracio´n de los polarizadores
Para la realizacio´n de este estudio se necesito´ situar un polarizador lineal delante de la
fuente y otro delante del detector. De este modo se pod´ıan descomponer las medidas en cuatro
configuraciones, definidas por el estado de polarizacio´n de la iluminacio´n y de la deteccio´n.
Se tuvo que determinar los giros de ambos polarizadores para obtener estados de polarizacio´n
perpendiculares y paralelos al plano de incidencia. Esta determinacio´n se realizo´ teniendo en
cuenta que la luz reflejada en M y en el divisor de haz ten´ıa una menor componente perpendi-
cular al plano de incidencia y buscando las sen˜ales ma´ximas y mı´nimas para distintos giros.
A lo largo de este trabajo vamos a tratar la luz incidente como una representacio´n simplificada
donde consideraremos que dicha onda tiene dos direcciones principales de polarizacio´n lineal las
cuales son perpendiculares entre s´ı en lugar de tratarla como una onda circularmente polarizada.
Dichas direcciones se denotan con los sub´ındices que acompan˜ara´n a factores de reflectancia,
BRDF y lecturas directas del espectrofoto´metro. El sub´ındice p nos indicara´ la componente
donde el plano que contiene al vector de campo ele´ctrico de la onda incidente es paralelo al
plano de incidencia en la muestra. Por otro lado, el sub´ındice s denotara´ la componente donde
el plano que contiene al vector de campo ele´ctrico de la onda incidente es perpendicular al plano
de incidencia de la muestra. Combinando una configuracio´n “s” con otra configuracio´n “p” se
obtiene la configuracio´n “r”. Los sub´ındices que llevara´n de aqu´ı en adelante tanto el factor de
radiancia β como R, referida a la lectura directa del gonio-espectrofo´tometro, estara´n relacio-
nados con las configuraciones de los polarizadores. El primer sub´ındice denotara´ la condicio´n
de polarizacio´n del sistema de iluminacio´n mientras que el segundo sub´ındice hace referencia a
la condicio´n de polarizacio´n del sistema de deteccio´n.
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3.2. Alineamiento de la muestra
Cada muestra tiene un grosor distinto, por tanto, cada vez que coloquemos una muestra
en la ventosa que tiene acoplado el brazo robo´tico hay que alinear la muestra con el centro de
referencia. Tras colocar la muestra en su posicio´n se encienden los dos la´seres situados a ±45o
con respecto a la posicio´n inicial del espectrofotometro, como puede verse en la figura (8). A
continuacio´n se procede a mover el brazo robo´tico hasta que los dos la´seres converjan sobre la
superficie de la muestra. Este procedimiento de alineamiento permite mantener la incertidumbre
del posicionamiento en 0.1o.
Figura 8: Esquema de alineamiento de la muestra.
3.3. Mediciones
Las medidas que se han obtenido han sido tomadas a distintas geometr´ıas. Estas geometr´ıas
se definen por el a´ngulo de incidencia θi, al que se le ha dado valores desde 0
o hasta 75o en
pasos de 15o, y por el a´ngulo de observacio´n θs al que se le ha dado los mismos valores que
para θi. En el caso de θs, le daremos valores negativos cuando la direccio´n de observacio´n se
encuentre en el lado de la direccio´n de incidencia, y positivos si esta´ en el lado de la direccio´n
especular. Los cuatro patrones utilizados (cera´mica mate, sulfato de bario, Spectralon y white
russian opal glass) han sido medidos con todas las posibles combinaciones de θi y θs y con las
diferentes combinaciones posibles de polarizadores (ss, ps, sp y pp). El resultado de todo ello
es una serie de espectros R, uno por cada configuracio´n de polarizacio´n y por cada geometr´ıa.
4. Procesado de datos
4.1. Constantes A y B
El procesamiento de datos se ha realizado en base al paper de Clarke 83’ [1]. Sin embargo
en nuestro caso, en vez de utilizar laminas de opal translucido para despolarizar la luz, se
utilizaron los propios materiales difusores a una geometr´ıa de 0o:15o, pues asumimos que esa
es la condicio´n donde la luz esta´ despolarizada completamente. El fin de esto es obtener un
valor de A que relacione la componente s-polarizada del sistema de iluminacio´n con respecto la
componente p-polarizada del sistema de iluminacio´n. Lo mismo ocurre para la constante B pero
esta vez dicha constante esta´ relacionada con el sistema de deteccio´n por lo que las componentes
s y p estara´n asociadas al polarizador colocado delante del detector. Las constantes A y B, que
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son la relacio´n entre las componentes s y p para la iluminacio´n y deteccio´n se pueden calcular
as´ı:
A =
(Rsp +Rss)
(Rps +Rpp)
=
Rsr
Rpr
(7)
B =
(Rps +Rss)
(Rpp +Rsp)
=
Rrs
Rrp
(8)
Como se puede observar en la ecuacio´n (7) la componente s-polarizada en el primer sub´ındi-
ce (relacionado con la iluminacio´n) de las lecturas R que esta´n en el numerador, permanece
constante mientras que en el segundo sub´ındice se alternan las componente s y p, cuya su-
ma representa una despolarizacio´n o una aleatoriedad en la polarizacio´n. Esto ocurre tanto
en numerador como en el denominador. Ana´logamente se calcula B pero manteniendo fija la
componente s en el numerador y p en el denominador del segundo sub´ındice.
4.2. Factores de radiancia
Como se ha dicho anteriormente el factor de radiancia β de una muestra se calcula como el
cociente entre la lectura en la muestra y la lectura con el PRD:
β =
R
RPRD
(9)
Por tanto, para las distintas configuraciones de polarizadores exceptuando r, tenemos las si-
guientes relaciones:(
βss =
Rss
RPRDss
)
,
(
βsp =
Rsp
RPRDsp
)
,
(
βps =
Rps
RPRDps
)
y
(
βpp =
Rpp
RPRDpp
)
Sin embargo cuando queremos calcular βsr tenemos que realizar la siguiente operacio´n:
βsr =
(Rss +Rsp)
(RPRDss +R
PRD
sp )
=
Rsr
RPRDsr
(10)
donde la suma en el numerador y denominador de componentes ortogonales dan como resultado
el flujo luminoso en un estado de polarizacio´n aleatorio. Al igual que la ecuacio´n (10) se aplica
al flujo detectado, la ecuacio´n (14) se aplica al flujo con el cual iluminamos:
βrs =
(Rss +Rps)
(RPRDss +R
PRD
ps )
=
Rrs
RPRDrs
(11)
Al igual que con las ecuaciones (10) y (14) podemos calcular βpr y βrp.
Ya que en un PRD las lecturas del gonio-espectrofotometro RPRDss y R
PRD
sp deber´ıan ser
iguales debido a que las mismas premisas de un PRD establecen que el flujo reflejado es inde-
pendiente del estado de polarizacio´n de la luz, podr´ıamos quedarnos con la siguiente expresio´n:
βsr =
(βss + βsp)
2
(12)
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Ana´logamente a la ecuacio´n (12) estas son las ecuaciones para βpr, βrs y βrp:
βpr =
(βps + βpp)
2
(13)
βrs =
(βps + βss)
2
(14)
βrp =
(βpp + βsp)
2
(15)
y teniendo finalmente que
βrr =
(βss + βsp + βps + βpp)
4
(16)
Por tanto, si existiera un PRD ser´ıa ma´s que suficiente para caracterizar las propiedades de
polarizacio´n de una muestra a ciertos a´ngulos dados. Pero la no existencia de dicho elemento
nos obliga a utilizar un patro´n de reflectancia difusa. Un dato de gran importancia y del que
si tenemos conocimiento es que en un patro´n de reflectancia difusa, su factor de radiancia a
0o:45o es β
′
rr.
Las medidas R son relativas. Se pueden obtener los factores de radiancia β de cada muestra
a partir de R y R′ (medida a 0o:45o), A y B y el valor certificado β
′
rr siguiendo el procedimiento
que se detalla en esta seccio´n. Las lecturas de referencia estara´n denotadas con un superindice
(PRD).
Consideramos un flujo Φp de luz incidente p-polarizada. Giramos el polarizador situado
delante del detector de manera que pase esa componente p-polarizada y decimos que la sensi-
tividad constante del detector es Sp entonces el factor de radiancia βpp se puede relacionar con
el espectro obtenido Rpp como la siguiente ecuacio´n:
Rpp = βppΦpgSp (17)
donde tenemos que g es un factor geome´trico relacionado con el a´ngulo aparente. Colocando
el polarizador del detector de manera que acepte la luz s-polarizada entonces el factor de
luminancia βps podemos establecerlo en relacio´n a su correspondiente lectura Rps como
Rps
B
= βpsΦpgSp (18)
donde, como vemos, se introduce el factor B para permitir el uso de Sp de nuevo. Si ahora
tenemos un flujo Φs con la componente s-polarizada de la fuente de iluminacio´n entonces para
la deteccio´n p-polarizada tenemos
Rsp = βspΦsgSp (19)
mientras que para el sistema de deteccio´n en configuracio´n s-polarizada de luz incidente tenemos
Rss
B
= βssΦsgSp (20)
El flujo Φs puede ser expresado en te´rminos de Φp tal que,
Φs = AΦp (21)
y las ecuaciones (19) y (20) se pueden reescribir como
Rsp = βspAΦpgSp (22)
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y
Rss = βssABΦpgSp (23)
Observando las ecuaciones superiores vemos que hay elementos que no conocemos en nuestro
sistema. Se trata de Φp, g y Sp. Estos tres elementos que no conocemos podemos verlos como un
producto constante en las ecuaciones anteriores y podr´ıa servir para calibrar el goniofoto´metro
para factores de luminancia en cualquier muestra a cualquier a´ngulo. Por tanto para conocer
los factores de radiancia necesitamos conocer dicho producto. Este factor podemos obtenerlo
usando una muestra difusora de factor de radiancia conocido tomando 4 lecturas, en cada con-
figuracio´n de polarizadores, a 45o de incidencia y en observacio´n normal. Se va a utilizar la
categor´ıa “primo” para referirnos a las lecturas y los factores de radiancia medidos a 0o:45o.
El u´nico factor de radiancia conocido de antemano es β′rr.
Las expresiones (17), (18), (22) y (20) dan los factores de radiancia para todas las configu-
raciones de polarizacio´n combinando s y p.
Si an˜adimos esto anterior a lo que ya tenemos para la calibracio´n de las lecturas obtenemos las
siguientes expresiones:
ΦpgSp =
R′pp +
R′ps
B
+
R′sp
A
+
R′ss
AB
β′pp + β′ps + β′sp + β′ss
(24)
que si lo combinamos con la ecuacio´n (16) simplificamos tal que
ΦpgSp =
R′pp +
R′ps
B
+
R′sp
A
+
R′ss
AB
4β′rr
(25)
Finalmente sustituyendo la ecuacio´n (25) en las ecuaciones (17), (18), (22) y (23) y despejando
podemos obtener los cuatro factores de radiancia.
βpp =
4β′rrRpp(
R′ss
AB
+
R′sp
A
+
R′ps
B
+R′pp
) (26)
βps =
4β′rrRps(
R′ss
A
+
R′spB
A
+R′ps +R′ppB
) (27)
βsp =
4β′rrRsp(
R′ss
B
+R′sp +
R′psA
B
+R′ppA
) (28)
βss =
4β′rrRss(
R′ss +R′spB +R′psAB +R′ppAB
) (29)
Estos factores de radiancia esta´n determinados, en te´rminos de lectura del instrumento a
cualquier a´ngulo de incidencia y observacio´n, las cuatro lecturas de calibracio´n, las constantes
A y B y el factor de radiancia absoluto β′rr.
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4.3. Grado de polarizacio´n
El grado de polarizacio´n esta´ definido como:
P =
Φd − Φi
Φd + Φi
(30)
donde Φd es la componente en un plano con mayor polarizacio´n mientras que Φi es la compo-
nente en un plano con menor cantidad de polarizacio´n. El siguiente paso en el procedimiento
de ca´lculo es la obtencio´n de los grados de polarizacio´n P1 y P2 asociados al sistema de ilumi-
nacio´n y de deteccio´n respectivamente en referencia a un plano de polarizacio´n en particular.
Si tomamos el plano s-polarizado como referencia arbitraria tenemos que para el sistema de
iluminacio´n, P1 se define como:
P1 =
Φs − Φp
Φs + Φp
(31)
que podemos simplificarlo usando la relacio´n Φs = AΦp, de modo que
P1 =
2A
A+ 1
− 1. (32)
De igual manera podemos definir P2 como
P2 =
Ss − Sp
Ss + Sp
(33)
Al igual que antes, ahora la relacio´n u´til para simplificar la ecuacio´n es Ss = BSp y esto hace
que nos quede P2 tal que
P2 =
2B
B + 1
− 1 (34)
No´tese que los valores P1 y P2 deben estar entre 1 y -1.
4.4. Grado de despolarizacio´n
Por otro lado tenemos que considerar que cuando la luz impacta sobre una muestra parte
de dicha luz se reflejara´ especularmente mientras que el resto entrara´ en la superficie sufriendo
scattering y absorcio´n y parte de ella emergera´ de manera difusa. El scattering mu´ltiple que se
produce dentro del material en superficies mate y tambie´n debido a las irregularidades de la
superficie puede despolarizar la luz.
El grado de despolarizacio´n D, de una muestra se puede establecer como 1− P o bien:
D =
2Φi
Φd + Φi
, (35)
Recurriendo a la ecuacio´n (30) y desarrollando 1− P , tenemos que:
Ds = 1−
∣∣∣∣Rss −BRspRss +BRsp
∣∣∣∣ (36)
Dp = 1−
∣∣∣∣Rps −BRppRps +BRpp
∣∣∣∣ (37)
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4.5. Coeficientes C1,C2 y C12 para la estimacio´n del error sistema´tico
El factor de radiancia medido, βm, depende del grado de polarizacio´n del sistema de medida
y puede expresarse como [1]:
βm =
(1 + P1)(1 + P2)βss + (1 + P1)(1− P2)βsp + (1− P1)(1 + P2)βps + (1− P1)(1− P2)βpp
4
(38)
Esta ecuacio´n se puede utilizar para expresar la diferencia relativa entre βm y βrr, donde e´ste
u´ltimo es habitualmente lo que se quiere medir, como:
∆β =
βm − βrr
βrr
(39)
que tras desarrollarlo (ver Anexo I) se puede expresar en funcio´n de los para´metros P y C
∆β = P2C2 + P1C1 + P1P2C12 (40)
donde
C1 =
(
β¯ss + β¯sp − β¯ps − β¯pp
)
4
, (41)
C2 =
(
β¯ss − β¯sp + β¯ps − β¯pp
)
4
(42)
C12 =
(
β¯ss − β¯sp − β¯ps + β¯pp
)
4
(43)
De este modo se puede estimar el error sistema´tico introducido en la medida con un sistema de
una polarizacio´n dada (P1 y P2) cuando se mide una muestra con coeficientes C1, C2 y C12.
5. Resultados
5.1. Constantes A y B
En la figura (9) se muestran los valores espectrales de A y B cuando son medidos utilizando
los distintos patrones de reflectancia difusa a 0o:15o como elementos despolarizadores. Se ob-
serva que el resultado es muy parecido en todos los casos, como se esperaba. En adelante se
usara´ la media de todos ellos como valores de A y B [figura (10)].
Podemos ver que, a lo largo de todo el rango de longitudes de onda, B es muy estable y
pro´xima a la unidad lo que sugiere cierta equidad entre las componentes s y p polarizadas.
Como ya sabemos, la constante B esta´ directamente relacionada con el sistema de deteccio´n
por lo que, en primera aproximacio´n podemos decir que hay una menor dependencia de la
polarizacio´n asociada a la deteccio´n.
Respecto a A lo que se obtiene es que la iluminacio´n s-polarizada es en promedio un 20 %
mayor que la p-polarizada. Esto equivale a una polarizacio´n del 55 % de la componente s frente
a un 45 % de la componente p. La dependencia de la respuesta del detector con la polarizacio´n
es mucho ma´s pequen˜a. Podemos decir que el efecto de la polarizacio´n del GEFE esta´ dominado
por la iluminacio´n.
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(a) Constantes A y B para cera´mica mate. (b) Constantes A y B para sulfato de bario.
(c) Constantes A y B para Spectralon. (d) Constantes A y B para white russian opal glass.
Figura 9: Constantes A y B.
Figura 10: Valores medios de factores A y B
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5.2. Factores de radiancia
Como se ha descrito antes, el factor de radiancia β de una muestra es la relacio´n entre las
lecturas R de la muestra con respecto a un PRD. Como podemos ver en cada una de las gra´ficas
que componen las figuras (11) y (12) el valor de β para todas las configuraciones posibles es
menor que uno en todo el rango de longitudes de onda. Segu´n la teor´ıa, cuanto ma´s pro´ximo a
la unidad, ma´s cercano sera´ el comportamiento a un difusor perfecto.
(a) Factores de radiancia de cera´mica mate. (b) Factores de radiancia de sulfato de bario.
Figura 11: Factores de radiancia espectral.
(a) Factores de radiancia de Spectralon. (b) Factores de radiancia de white russian opal glass.
Figura 12: Factores de radiancia espectral.
Se observa claramente que el factor de radiancia var´ıa para las distintas configuraciones de
polarizacio´n, lo que indica que la reflectancia de estos materiales depende de la polarizacio´n,
pese a que generalmente se asume lo contrario.
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5.3. Grado de polarizacio´n del sistema
Figura 13: Valores de P1 y P2.
Como puede verse en la figura (13), las curvas de P1 y P2 son muy parecidas a las de A y B
de la figura (10) pero de menor valor que e´stas u´ltimas en todo el rango de longitudes de onda.
5.4. Grado de despolarizacio´n del sistema
De la figura (14) a la figura (17) esta´n representados los grados de despolarizacio´n del siste-
ma para todas las muestras cuando se ilumina con luz s-polarizada y con luz p-polarizada, Ds
y Dp respectivamente.
En el patro´n cera´mica mate [figura (14)] se observa menor grado de despolarizacio´n en la
direccio´n especular (θi = θs). Como se observa, se va desplazando el punto de menor despola-
rizacio´n cuando θs adquiere valores positivos, para Ds y Dp pra´cticamente por igual, mientras
que para valores negativos de θs el valor de Dp se hace cada vez mayor, lo cual indica mayor
grado de despolarizacio´n a esos a´ngulos.
Para el sulfato de bario la despolarizacio´n se mantiene ma´s estable, aunque se observa que a
medida que aumentamos θs hacia valores positivos aumenta la despolarizacio´n y que a medida
que aumentamos hacia valores negativos disminuye la despolarizacio´n.
El grado de despolarizacio´n del Spectralon parece ser muy constante y sufre menos las va-
riaciones de a´ngulos de incidencia y observacio´n (se acerca a un comportamiento ideal).
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Figura 14: Grado de despolarizacio´n de la cera´mica mate.
Figura 15: Grado de despolarizacio´n del sulfato de bario.
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Figura 16: Grado de despolarizacio´n del Spectralon.
Figura 17: Grado de despolarizacio´n del white russian opal glass.
El white russian opal glass parece tener un comportamiento ma´s lo´gico que todos los dema´s
patrones debido a la casi total despolarizacio´n en a´ngulos pequen˜os de observacio´n, como se
ha visto en el art´ıculo de Quast [4], pero sin embargo su grado de polarizacio´n tiene una gran
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dependencia con el a´ngulo de observacio´n, no tanto como la dependencia con el a´ngulo de
incidencia.
5.5. Coeficientes C1, C2 y C12
En las figuras (18-21) se muestran los coeficientes C1, C2 y C12 para cada muestra. Cada
figura se compone de 6 subfiguras, una para cada a´ngulo de incidencia, donde el eje X contiene
valores de los a´ngulos de observacio´n mientras que el eje Y representa los valores de los coefi-
cientes. Cuanto mayores sean los valores de los coeficientes mayor sera´ la contribucio´n final a
∆β. Se ha visto que dichos coeficientes esta´n siempre muy pro´ximos a cero siendo el mayor el
coeficiente C12 (coeficiente cruzado). Se ha observado una cierta tendencia sime´trica con respec-
to a cero grados de observacio´n en todas las figuras excepto para la muestra de cera´mica mate
donde, a medida que aumentamos el a´ngulo de incidencia, a mayor a´ngulo de observacio´n la
contribucio´n de los coeficientes son mayores. En las dema´s muestras la simetr´ıa es mas acusada
en valores bajos de θi y algo ma´s asime´trico cuando incidimos con a´ngulos mayores. Aun as´ı
todos los valores, en todas las muestras y para todos los a´ngulos de incidencia y observacio´n, θi
y θs son pequen˜os, lo que significa que hay poca influencia de polarizacio´n tanto del sistema de
iluminacio´n como al detectar la sen˜al. El te´rmino cruzado C12 permanece con mayores valores
en toda la experiencia para todas las muestras mientras que los te´rminos C1 y C2 parecen
combinarse siendo ambos muy parecidos en las muestras de cera´mica mate, sulfato de bario y
Spectralon mientras que en white russian opal glass el coeficiente C2 predomina sobre C1.
Figura 18: Cera´mica mate.
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Figura 19: Sulfato de bario.
Figura 20: Spectralon.
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Figura 21: White russian opal glass.
5.6. Error sistema´tico (∆β)
Figura 22: Cera´mica mate.
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Figura 23: Sulfato de bario.
Figura 24: Spectralon.
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Figura 25: White russian opal glass.
En las figuras (22-25) se muestran los valores de ∆β calculados para los valores de P1 y P2
del GEFE. En general son del orden de 10−3.
Para ponernos en situacio´n con respecto a los grados de polarizacio´n del sistema, evaluamos
la ma´xima desviacio´n sistema´tica para los materiales estudiados para distintos P1 y P2 (∆β
max). Como puede verse en la tabla (2) se obtienen valores del orden de 1 % cuando los grados
de polarizacio´n son 0.1.
Tambie´n se ha observado que el comportamiento es parecido para la cera´mica mate, el
sulfato de bario y para Spectralon pero difiere en el caso de white russian opal glass. En los
tres primeros hay un claro aumento de ∆β a media que aumentamos θs hacia valores positivos
mientras que para white russian opal glass se observa una simetr´ıa al incidir con valores positivos
y negativos de θs.
P1 & P2
0.5 0.1 0.01 0.001
∆β a 0o:45o ( %)
Cera´mica mate 1.5 0.08 0.004 0.0003
Sulfato de bario 0.4 0.08 0.01 0.001
Spectralon 0.2 0.06 0.01 0.001
White russian opal glass 1.1 0.1 0.01 0.001
Tabla 2: Valores de ∆β a 0o:45o para distintos valores de P1 y P2.
6. Conclusiones
1) Se han realizado medidas del factor de radiancia bidireccional de patrones de reflectan-
cia difusa, para las cuatro configuraciones de polarizacio´n lineal pp, ps, sp y ss, y a distintas
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geometr´ıas de medida.
2) Para ello fue necesario establecer una metodolog´ıa que relacionase la lectura del detector
a distintas configuraciones de polarizacio´n con los distintos factores de radiancia.
3) Se ha propuesto un me´todo para determinar A y B, es decir, la polarizacio´n de la fuente
y la sensibilidad a la polarizacio´n del detector.
4) Se han calculado los grados de despolarizacio´n de los distintos patrones de reflectancia
difusa a distintas geometr´ıas de medida.
5) Se han definido los coeficientes C1, C2 y C12 para cada patro´n de reflectancia difusa. La
estimacio´n del orden de magnitud de estos coeficientes de un material a medir permite evaluar
el error sistema´tico introducido por un sistema de medida con P1 y P2.
6) Se ha dado una expresio´n anal´ıtica para dicha estimacio´n del error sistema´tico.
7) Se ha observado que el coeficiente A es bastante mayor que el coeficiente B en el GEFE,
lo cual indica que el sistema de deteccio´n tiene una dependencia menor con la polarizacio´n que
el sistema de iluminacio´n.
8) Para los cuatro patrones de reflectancia difusa estudiados, el factor de reflectancia bidi-
reccional depende de la configuracio´n de los polarizadores.
9) Los patrones cera´mica mate y white russian opal glass presentan un grado de despola-
rizacio´n menor que el sulfato de bario y Spectralon, indicativo de que para los dos primeros,
la dependencia con la polarizacio´n es mayor, teniendo cierta dependencia con los a´ngulos de
observacio´n e incidencia.
10) Los coeficientes del sistema nos aportan conclusiones parecidas a las que hemos podido
obtener a trave´s de los grados de despolarizacio´n. Se ha observado que los coeficientes de los
patrones cera´mica mate y white russian opal glass var´ıan en mayor cantidad que para sulfato
de bario y Spectralon.
11) Se ha demostrado que, incluso con sistemas de medida pra´cticamente independientes
de la polarizacio´n y con materiales difusos, el resultado de la medida del factor de radiancia
puede verse afectado por la pequen˜a polarizacio´n residual. Es de esperar que materiales con
reflectancia menos difusa presenten au´n una mayor dependencia con la polarizacio´n, por lo que
conviene reducir al ma´ximo la polarizacio´n de la fuente y la dependencia con la polarizacio´n de
la respuesta del detector.
12) Se ha observado que, para todos los patrones de reflectancia difusa medidos, la medida
realizada por el GEFE a la geometr´ıa bidireccional esta´ndar 0o:45o tiene un error sistema´tico
debido a la polarizacio´n menor de 0.1 %.
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Anexo I
Desarrollo de la ecuacio´n (22) del art´ıculo de Clarke [1] para obtener los coeficientes de
polarizacio´n C1,C2 y C12
βm =
1
4
[(1 + P1)(1 + P2)βss + (1 + P1)(1− P2)βsp + (1− P1)(1 + P2)βps + (1− P1)(1− P2)βpp]
βm =
1
4
[(1 + P2 + P1 + P1P2)βss + (1− P2 + P1P1P2)βsp + (1 + P2 − P1 − P1P2)βps + (1− P2 − P1 + P1P2)βpp]
βm =
1
4
[βss + βss(P2 + P1 + P1P2) + βsp + βsp(−P2 + P1P1P2) + βps + βps(P2 − P1 − P1P2) + βpp + βpp(1− P2 − P1 + P1P2)]
βrr =
βss + βsp + βps + βpp
4
⇒ βss + βsp + βps + βpp = 4βrr
βm =
4βrr
4
1
4
[βss(P2 + P1 + P1P2) + βsp(−P2 + P1P1P2) + βps(P2 − P1 − P1P2) + βpp(1− P2 − P1 + P1P2)]
βm = βrr +
1
4
[βss(P2 + P1 + P1P2) + βsp(−P2 + P1P1P2) + βps(P2 − P1 − P1P2) + βpp(1− P2 − P1 + P1P2)]
β¯ =
βm
βrr
βm
βrr
=
βrr
βrr
+
1
4
[
βss
βrr
(P2 + P1 + P1P2) +
βsp
βrr
(−P2 + P1P1P2) + βps
βrr
(P2 − P1 − P1P2) + βpp
βrr
(−P2 − P1 + P1P2)
]
βm
βrr
= 1 +
1
4
[
β¯ss(P2 + P1 + P1P2) + β¯sp(−P2 + P1P1P2) + β¯ps(P2 − P1 − P1P2) + β¯pp(−P2 − P1 + P1P2)
]
∆β =
βm − βrr
βrr
∆β =
[
1 +
1
4
[
β¯ss(P2 + P1 + P1P2) + β¯sp(−P2 + P1P1P2) + β¯ps(P2 − P1 − P1P2) + β¯pp(−P2 − P1 + P1P2)
]]− 1
∆β =
1
4
[
β¯ss(P2 + P1 + P1P2) + β¯sp(−P2 + P1P1P2) + β¯ps(P2 − P1 − P1P2) + β¯pp(−P2 − P1 + P1P2)
]
∆β = P2
(
β¯ss − β¯sp + β¯ps − β¯pp
)
4︸ ︷︷ ︸
C2
+P1
(
β¯ss + β¯sp − β¯ps − β¯pp
)
4︸ ︷︷ ︸
C1
+P1P2
(
β¯ss − β¯sp − β¯ps + β¯pp
)
4︸ ︷︷ ︸
C12
∆β = P2C2 + P1C1 + P1P2C12
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